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Eine bisher unveroffentlichte Ausarbeitung der WeierstraDschen Vorlesung “Ausge- 
wlhlte Kapitel aus der Funktionenlehre” vom Sommersemester 1886 sowie verschiedene 
Briefwechsel aus jener Zeit gestatten es, Weierstra8’ Verhahnis zur Theorie der Funktionen 
reeller Variablen n&her zu beleuchten. Es zeigt sich, da8 Weierstra8 den Beweis seines 
Approximationssatzes (1885) bewul3t in die Traditionslinie der Fourieranalysis einordnete. 
Dies flihrte ihn zur Verallgemeinerung seines Satzes auf unstetige Funktionen mittels des 
Cantorschen Begriffs des (UReren) Inhalts einer beschrankten Punktmenge. o 1988 Academic 
Press, Inc. 
An unpublished autograph version of Weierstrass’ lecture-course “Selected Chapters on 
Function Theory” (summer semester 1886) as well as several letters shed some light upon 
Weierstrass’ position concerning the theory of functions of real variables. I show that 
Weierstrass considered his Approximation Theorem (1885) a part of the tradition of Fourier 
analysis. This led him to an extension of the theorem to the case of discontinuous functions 
by means of Cantor’s concept of the outer content of a bounded point set. o 1988 Academic 
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svoyu approksimatsionnuyu teoremu kak v traditsii garmonicheskogo analiza. Itak 
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Am 16. Mai 1885 schrieb der Berliner Mathematiker Karl Weierstral3 (181% 
1897), der Mitbegriinder der Theorie der Funktionen komplexer Variablen, einen 
Brief an seine in Stockholm wirkende Schiilerin Sofya Kovalevskaya (1850-1891). 
Hierin heiljt es unter anderem [Mittag-Leffler 1923a, 1951: 
Denke Dir, ich bin seit Deiner Abreise in die Theorie der Funktionen mit reellen Argumenten 
geraten. Es haben sich mir dabei einige interessante Resultate ergeben, wortiber ich im 
folgenden Monat veroffentlichen werde . 
In einer im Juli 1885 in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie der Wis- 
senschaften verdffentlichten Arbeit [WeierstraB 18851 bewies WeierstraD dann die 
beiden folge’nden Slitze: 
* Herrn F. A. Medvedev (Moskau) zum 65.Geburtstag (1988) gewidmet. 
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I. Jede in einem abgeschlossenen Interval1 stetige Funktion (einer reellen 
Variablen) kann dort in eine gleichmaiaig und absolut konvergente Reihe von 
Polynomen entwickelt werden. 
II. Jede stetige Funktion von der Periode 27r kann in eine gleichmal3ig und 
absolut konvergente Reihe von endlichen trigonometrischen Summen entwickelt 
werden. 
Bei Satz I handelt es sich urn den beriihmten “Weierstral3schen Approximations- 
satz”. In [Frechet & Rosenthal 19231 wird die weitreichende theoretische und 
praktische Bedeutung dieses Satzes urn 1923 diskutiert. Es wird auf die Ankntip- 
fungspunkte verwiesen, die dieser Satz fur Interpolations- und Approxima- 
tionstheorie sowie fur allgemeinere Untersuchungen in Punktmengentopologie 
und Funktionalanalysis bot. 1937 wurde der Approximationssatz durch M. H. 
Stone wesentlich verallgemeinert [Stone 19371. Er ist in dieser Form in der mo- 
dernen Analysis ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis allgemeiner Satze uber 
stetige Funktionen. Man beweist dabei diese Satze im allgemeinen zuerst fur 
Funktionen eines speziellen Typs und dehnt sie dann auf alle stetigen Funktionen 
aus, indem man zeigt, da8 die Menge der ersteren in der Menge der zweiten 
iiberall dicht ist. Nach [Butzer & Gorlich 1966, 3391 sind die Satze I und II 
“Eckpfeiler der modernen Analysis”. 
Weierstral3’ Veroffentlichung von 1885 sagt nichts dartiber, wie er die Be- 
deutung seiner beiden Satze einschatzte. Naheren AufschluB diesbeztiglich geben 
Weierstrafi’ Briefwechsel aus jener Zeit mit verschiedenen Mathematikern und 
eine bisher unveroffentlichte Ausarbeitung der Vorlesung “Ausgewahlte Kapitel 
aus der Funktionenlehre” [WeierstraS 18861, die WeierstraS im Sommersemester 
1886 an der Berliner Universitat gehalten hat [ 11. Diese Vorlesung hat WeierstraB 
nur ein einziges Ma1 gehalten [Weierstrafi 1903a], und sie mu8 von den haufig 
wiederholten Vorlesungen zur “Einleitung in die Theorie der analytischen 
Funktionen” gut unterschieden werden. 
Der Beweis des Weierstral3schen Approximationssatzes bildet ganz in der Form 
der Originalveroffentlichung von 1885 das Ruckgrat jener Vorlesung, was ubri- 
gens die bekannte Tatsache unterstreicht, da13 WeierstraO haufig in den Vorle- 
sungen iiber seine neuesten Resultate referierte. Es sind aber nun gerade die 
historischen und methodologischen Reflexionen, die WeierstraB mit seinem Be- 
weis verkniipft, schliel3lich die in der Originalabhandlung nicht diskutierten 
Verallgemeinerungen des Resultats (auf Funktionen von n Variablen und auf 
unstetige Funktionen) [2], was den wissenschaftshistorischen Wert jener Vorle- 
sungsausarbeitung ausmacht. 
WeierstraR war sich des weiter oben charakterisierten, selbstandigen, theoreti- 
schen und praktischen Wertes des Approximationssatzes durchaus bewugt. Zum 
Beleg sol1 hier nur das folgende Zitat aus der Vorlesungsausarbeitung angeftihrt 
werden, das such geeignet scheint, ein in manchem unerwartetes Licht auf Weier- 
strag’ Verstandnis des Verhaltnisses der Mathematik zu ihren Anwendungen zu 
werfen (S. 20121): 
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Wir wollen hieran noch einige theoretische Bemerkungen ijber die praktische Anwendbarkeit 
der auseinandergesetzten Methode ankniipfen. WiiRten wir mu, dal3 die Reihe absolut kon- 
vergent sei, so wtirde uns dies gestatten, fur jeden bestimmten Wert des Arguments den 
zugehiirigen Funktionswert mit vorgeschriebener Genauigkeit zu berechnen; durch die 
gleichformige [3] Konvergenz ist aber bedingt, dag,-was fur die Praxis von groger Be- 
deutung ist-der Wert des Arguments nicht mit absoluter Genauigkeit gegeben zu sein 
braucht, sodal man also sagen kann, dag eine solche Reihe die Funktion mit beliebiger 
Annaherung darstellt, wenn der Wert des Arguments mit beliebiger Annlherung angegeben 
werden kann. Dies ist deshalb fiir die Anwendungen so wichtig, weil die zu verwendenden 
Argumente dort entweder das Resultat von mit unvermeidlichen Fehlerquellen behafteten 
Messungen oder Beobachtungen, oder selbst schon das Resuhat vorangegangener Rech- 
nungen sind, also nie mit absoluter Genauigkeit angegeben werden konnen. . . Hieraus 
erkennen wir, da13 wir die Genauigkeit so weit treiben konnen, wie nur immer verlangt wird, 
ohne dabei authoren zu mussen, uns im Gebiete der rationalen Zahlen zu bewegen, indem wir 
immer zu einem Argument x0 ein ihm beliebig nahe kommendes rationales Argument x, 
angeben konnen. Wir sehen zu gleicher Zeit, wie wenig Bedeutung Reihen von nicht gleich- 
formiger Konvergenz fur die Praxis haben, da man nie sicher ist, ein fehlerfreies Argument zu 
haben. 
WeierstraB’ Beweis des Approximationssatzes hangt zugleich eng mit seinen 
allgemeinen Untersuchungen tiber den Funktionsbegriff zusammen. Der Beweis 
des Weierstraljschen Approximationssatzes hifit sich in die innermathematische 
Entwicklung der reellen Analysis des 19. Jahrhunderts, insbesondere in die in 
einem weiteren Sinne mit der Fourieranalysis verbundenen Problemkreise 
deutlich einordnen. Auf diese Quelle des WeierstraRschen Approximationssatzes 
sol1 im folgenden anhand der Vorlesungsausarbeitung von 1886 und WeierstraB- 
scher Briefe-vornehmlich aus dem Jahre 1885-naher eingegangen werden. 
Zweifellos war Weierstral3 von den Problemstellungen und Entwicklungen in der 
Fourieranalysis stark beeindruckt. Im Wintersemester 1857/58 hielt er an der 
Berliner Universitat die Vorlesung “Theorie und Anwendung der trigonometri- 
schen Reihen und bestimmten Integrale, welche zur Darstellung willkiirlicher 
Funktionen dienen”. Diese Vorlesung hat WeierstraB jedoch niemals wiederholt 
[WeierstralJ 19031. Am 14. Mat-z 1885 schreibt er dartiber an seinen ehemaligen 
Schtiler H. A. Schwarz (1843-1921) [Biermann 1973, 671: 
Ich habe hier einmal, in meinem dritten Semester eine Vorlesung tiber die Anwendung der 
Fourierschen Reihen und Integrale auf mathematisch-physikalische Probleme gehalten. Der 
Mange1 an Strenge aber, den ich in allen mir zuglnglichen einschlagenden Arbeiten 
wahmahm, und die Fruchtlosigkeit meiner damaligen Bemtihungen, diesem Mangel abzu- 
helfen, haben mich so verdrossen, dag ich niemals das Colleg noch einmal zu Iesen mich 
entschliegen konnte. 
Wichtig ist das Datum dieses Briefes an Schwarz, denn damals befand sich 
WeierstraS vermutlich schon mitten in den Arbeiten iiber seinen Approximations- 
satz und dessen Verallgemeinerungen. In der Zwischenzeit-seit Weierstrab’ 
Vorlesung von 1857/58-waren wichtige mathematische Hilfsmittel entwickelt 
worden, die nunmehr eine strengere Behandlung der Probleme der Fourieranaly- 
sis und verwandter Gebiete erlaubten. Hierbei ist zunachst an drei zentrale 
Begriffe zu denken, die such im Mittelpunkt der Weierstraljschen Vorlesung von 
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1886 stehen: gleichmal3ige Konvergenz, gleichmafiige Stetigkeit und Integralbe- 
griff [Knobloch 19831. Zu denken ist ebenso an die Mengenlehre des Weierstrafi- 
Schiilers G. Cantor (1845-1918), die bekanntlich 1872 ihren Ausgangspunkt im 
Problem der Eindeutigkeit der Darstellung einer Funktion durch eine trigonome- 
trische Reihe gehabt hatte. Die systematische Verwendung und Entwicklung jener 
drei Begriffe sowie der Cantorschen Mengenlehre war es, die in der Fourieranaly- 
sis gegentiber den grundlegenden Arbeiten von P. G. L. Dirichlet (1805-1859) und 
B. Riemann (1826- 1866) vor allem in den 70er Jahren des 19. Jahrhunderts we- 
sentliche Fortschritte gebracht hatte (du Bois-Reymond, Heine, Cantor, Harnack 
u. a.) [Paplauskas 19661. WeierstraR hat diese Entwicklungen in der Fourieranaly- 
sis sehr aufmerksam verfolgt, wie seine Briefe an P. du Bois-Reymond (1831- 
1889) zeigen [Mittag-Leffler 1923b]. Auf eine Anregung von Weierstral3 geht of- 
fenbar such du Bois-Reymonds Beweis (1876) der Existenz stetiger Funktionen 
zuriick, deren Fourierreihe auf einer im Definitionsbereich dichten Menge diver- 
giert [4]. Allerdings steuerte Weierstra8 selbst keine Veroffentlichungen zu 
diesem Themenkreis bei; sein Hauptarbeitsgebiet war bekanntlich statt dessen die 
Theorie der analytischen Funktionen im komplexen Gebiet. Einerseits war Weier- 
stral3 also die Bedeutung der Theorie “willkiirlicher” (d. h. im allgemeinen steti- 
ger [5]) Funktionen gerade im Hinblick auf die Anwendungen von Anfang an 
bewuRt, wie schon seine Vorlesung von 1857/58 zeigte [6]. 
Andererseits blieb Weierstral3, wie zu sehen sein wird, noch bis zum Anfang der 
80er Jahre im Zweifel daruber, in welchem Verhaltnis der ullgemeine Begriff der 
stetigeti Funktion einer reellen Variablen zum Begriff der analytischen Funktion 
und zu der in seiner Funktionentheorie zentralen Frage nach der Darstellbarkeit 
von Funktionen durch “analytische Ausdrticke” [7] stehe. Weierstral3’ bertihmtes 
Beispiel (1872) einer iiberall stetigen und nirgends differenzierbaren Funktion 
einer reellen Variablen hatte ihm die Kluft zwischen den Begriffen der Stetigkeit 
und der Differenzierbarkeit im Reellen offenbart. Auch die bis zum Beginn der 
80er Jahre in der Fourieranalysis erlangten Ergebnisse befriedigten Weierstra8 
anscheinend in dieser Beziehung nicht vollig, und er sah vor allem deren negative 
Seite. In seiner Vorlesung von 1886 bemerkte er hinsichtlich der (negativen) Be- 
deutung der erwahnten Resultate du Bois-Reymonds von 1873 und 1876 fur das 
Problem der Darstellung stetiger Funktionen durch Reihen tiber Polynome (S. 6): 
Man hat friiher geglaubt, dag die Darstelhmg vermittelst der Fomierschen Reihe das in Rede 
stehende Problem lost, indes hat sich gezeigt, daB es stetige Funktionen gibt, welche sich 
nicht auf diese Weise ausdriicken lassen. 
Noch in einer Ausarbeitung der Weierstral3schen Vorlesung “Einleitung in 
die Theorie der analytischen Funktionen” von 1882183 he& es [Weierst& 
1882/83, 21: 
Gewohnhch pflegte man den ahgemeinen BegriB der Abhangigkeit fallen zu lassen und die 
continuierliche Anderung der beiden Variablen ats notwendiges Erfordemis aufzustellen. 
Aber selbst hiermit ist, wie ein tieferes Eingehen zeigt, nur wenig gewonnen. Was man auf 
dieser Grundlage von allgemeinen Eigenschaften der Functionen herleiten kann, ist ein Mini- 
mum. 
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In ahnlicher Weise hatte sich Weierstra8 such in seinen Vorlesungen der 70er 
Jahre tiber den allgemeinen Begriff der stetigen Funktion geaul3ert [8]. Be- 
merkenswert ist, dal3 Weierstral3 vor 1885/86 die Eigenschaft der Stetigkeit noch 
nicht als sehr folgenreich betrachtete. Anders dagegen ist die Argumentation in 
Weierstral3’ Vorlesung von 1886 ‘ ‘Ausgewahlte Kapitel aus der Funktionenlehre”, 
und dies kennzeichnet den inzwischen durch den Beweis des Approximations- 
satzes [WeierstraR 18851 erzielten Erkenntnisgewinn (S. 115): 
In der Tat kann man die Folgenmgen ziehen, ohne dag man die nahere Definition der 
Ftmktion kermt. Man hat deshalb solche Funktionen wohl als Funktionen ohne Eigenschaften 
bezeichnet, indem man nicht bedachte, dag die Voraussetzung der Stetigkeit und Ein- 
deutigkeit von groger Tragweite ist. . . Vom rein mathematischen Standpunkt klart sich 
uns jetzt nun die Sache folgendermahen auf. . , dal3 sich jede stetige Funktion, so unregel- 
maRig sic such sein mag, darstellt als Grenze einer analytischen Funktion. 
Betrachten wir nun den von Weierstral3 in der Zwischenzeit-seit seiner Vorle- 
sung von 1882/83-zm-i.ickgelegten Weg etwas genauer und vor allem die Frage, 
in welcher Weise sich Weierstra8 dabei der Methoden der Fourieranalysis in 
einem allgemeinen Sinne bediente. 
In zwei Briefen an du Bois-Reymond vom April 1885 diskutiert Weierstral3 die 
Dirichletschen Integrabilitatsbedingungen und die Riemannsche Definition des 
bestimmten Integrals einer Funktion. Weierstral3 moniert vor allem die Unzu- 
langlichkeiten der Riemannschen Definition im Falle des Vorhandenseins von 
unendlich vielen Unstetigkeitsstellen [Hawkins 1970, 67-701. Am 20. April deutet 
Weierstral3 eine von ihm gefundene Verallgemeinerung des Riemannschen Inte- 
gralbegriffs an, auf Grund deren es ihm gelungen sei [Mittag-Leffler 1923b, 2191: 
den Integrationsbegriff so festzustellen, daR das Reich der integrierbaren Funktionen mit dem 
Reiche derjenigen Funktionen, die in jedem noch so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte 
besitzen, vollig zusammenfallt. 
In demselben Brief an du Bois-Reymond macht Weierstral3 deutlich, da8 fur 
ihn die Motivation zur Verallgemeinerung des Integralbegriffs von seinen (S. 218) 
Untersuchungen tiber die Darstellbarkeit von Funktionen durch trigonometrische Reihen (im 
weiteren Sinne des Wortes) 
herriihrte. 
Am 28. Mai 1885 schliefilich schreibt Weierstra8 an Schwarz [Dugac 1973, 1411: 
Augerdem mm3 ich zum 25, k[ommenden] M[onats] die Arbeit iiber die Darstellung willkiirli- 
cher Funktionen durch trigonometrische Reihen fertigstellen. Es kniipfen sich daran wichtige 
Untersuchungen. So habe ich z. B. gefunden, dal3 die Riemannsche Definition von Jt f(x)&, 
die man als die denkbar allgemeinste anzusehen gewohnt ist, weder allgemein genug, noch 
tiberhaupt zulassig ist. Sie mm3 vielleicht durch eine ganz andere ersetzt werden, bei deren 
Begriindung mir Cantors neuere Untersuchungen (nicht die auf die transfiniten Zahlen be- 
ztiglichen) wesentliche Dienste geleistet haben. 
Der letztzitierte Brief bezieht sich ohne Zweifel auf die eingangs genannte 
Veroffentlichung [Weierstral3 18851, die im Juli 1885 erschienen ist. Es ist be- 
merkenswert, da8 Weierstra8 in seinen Briefen an du Bois-Reymond und 
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Schwarz den in jener Veroffentlichung enthaltenen, mit dem Approximationssatz 
eng zusammenhangenden zweiten Satz in den Vordergrund rtickt, an den es sich 
jetzt zuruckzuerinnem gilt. Satz II leitet WeierstraR als Folge von Satz I her. Satz 
II darf nicht mit der Behauptung verwechselt werden, dal3 jede stetige Funktion in 
eine trigonometrische Reihe entwickelbar sei. Diese Behauptung ist bekannthch 
falsch, wie die oben erwahnten Resultate du Bois-Reymonds von 1873 und 1876 
zeigen. Es kommt also in Satz II wesentlich darauf an, dal3 die Teilsummen zwar 
durch endliche trigonometrische Summen darstellbar sind, aber ein allgemeines 
Glied wie bei einer trigonometrischen Reihe im allgemeinen nicht angebbar ist. 
Wenn so Weierstral3’ Arbeit von 1885 such nicht der Fourieranalysis im “engeren 
Sinne” zuzuordnen ist, so gehort sie doch dem weiteren Problemkreis der Dar- 
stellung “willktirhcher” Funktionen durch Reihen einfacherer Funktionen an. 
Ein Blick auf Weierstra8’ Beweis des Approximationssatzes lehrt zudem, dab 
Weierstral3 such hinsichtlich seiner Met/de unmittelbar an die Tradition der 
Fourieranalysis anknupft. 
In seiner Vorlesung von 1886 gibt Weierstral3 schon vor der Darlegung des 
Beweises den entscheidenden Hinweis (S. 8): 
Es wird sich herausstellen, dal3 man die Funktion immer herstellen (d. h. darstellen, entwik- 
keln; R. S.) kann, wenn es m@lich ist, sie selbst und ihr Produkt mit gewissen Potenzen des 
Arguments zwischen gewissen Grenzen zu integrieren. Die Integrierbarkeit selber ist eine 
Folge der vorausgesetzten Stetigkeit. 
Hier wird man nattirlich unmittelbar an die sog. Euler-Fourierschen Formeln 
fur die Koeffizienten in der Fourieranalysis erinnert, wo eine analoge Integrier- 
barkeitsforderung ausgesprochen wird. Man konnte in der Allgemeinheit der 
WeierstraBschen Formulierung sogar einen Vorgriff auf Bedingungen fur 
Entwicklungstheoreme in der Funktionalanalysis erblicken. Klar wird jedenfalls, 
da8 die Bedeutung der Stetigkeit der Ausgangsfunktion an die zweite Stelle tritt 
und die Integrierbarkeit zum primaren Begriff wird. 
Weierstral3’ Beweismethode ist die sogenannte “Methode der singularen Inte- 
grale”, die spater unter anderem von H. Lebesgue (18751941) systematisch 
weiterentwickelt worden ist [9]. 
Weierstrag will f(x) als Grenzfunktion gewisser uneigentlicher Integrale F(x, k) 
darstellen, die einen positiven reellen Parameter k enthalten und ihrerseits nach 
Potenzen von x entwickelbar sind. Die Definition von F(x, k) stellt dabei gerade 
die Integrierbarkeitsforderung an f(x), von der oben die Rede war. I/J(~) ist eine 
behebige ganze transzendente Funktion, die uberdies gerade, positiv und im un- 
eigentlichen Sinne integrierbar sein ~011. (f(x) wird zunachst als stetig angenom- 
men und in passender Weise uber das Interval1 [a, b] hinaus ins Unendliche 
fortgesetzt, wobei Beschranktheit gefordert wird): 
Mit der Einftihrung der unbestimmten Funktion +(u) bei der Definition von F(.x, k) 
weist Weierstrag von vornherein daraufhin, da8 eine Darstellung fiir j(x), falls sie 
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existiert, in keinem Fall eindeutig sein kann. Er gibt als Beispiel fur $ die Funktion 
evuz an und bemerkt in seiner Vorlesung (S. 9): 
Solcher Funktionen gibt es tmendhch viele. 
Weierstrafi wendet nun den (ersten) Mittelwertsatz der Integralrechnung auf f 
an und erhalt damit eine Darstellung seiner stetigen Funktion .f(~) als Grenz- 
funktion von F(x, k) fur k 4 0. Die entscheidende Abschatzung, die Weierstrah 
durch Betrachtung einer &Umgebung eines festen Punktes x, Zerlegung des Inte- 
grationsbereiches und Variablensubstitution erhalt, ist dabei die folgende: 
+ & [f(x . . . x - is) + f(x . . . x + 8) - 
AXI . - . x2) ist dabei als Mittelwert zwischen der oberen und unteren Grenze 
von f(x) im Interval1 [x1, x2] zu verstehen. Dieser Wet-t wird bekanntlich von 
stetigen Funktionen f angenommen, die in Weierstral3’ Arbeit van 1885 allein 
betrachtet werden. 
In seiner Vorlesung von 1886 geht Weierstral3 aber noch einen Schritt weiter. Er 
erkennt, da8 die Stetigkeit von f(x) in der &Umgebung eines jeweiligen festen 
Punktes x die Ursache fin- die ,gleichrn@?ige Konuergenz der Darstellung ist, Die 
gleichmal3ige Konvergenz folgt namlich mittels des zweiten Summanden der obi- 
gen, von Weierstrafi benutzten Abschatzung aus der gleichmti&en Stetigkeit von 
f(x) in dieser Umgebung. 
WeierstraR betont aber in seiner Vorlesung ausdrticklich (S. 9), sein Beweis 
setze “nur den Begriff des Integrals voraus”. Er erkennt, da8 seine Darstellung 
von f(x) such fiir solche Punkte x Sinn hat, in deren Umgebung f(x) nicht durch- 
weg stetig ist, d. h. er bezieht in seiner Vorlesung den “anschauungsfernen” 
Begriff der isolierten Stetigkeitsstelle in die Untersuchung ein (S. 116): 
Bei Stetigkeitsstellen hat man zu unterscheiden zwischen isoherten Stetigkeitsstellen und 
Stetigkeitsstrecken. 1st namlich .f(x) fur x = x, stetig, so folgt daraus noch nicht, dag dies fur 
alle benachbarten Werte der Fall ist; ist dies aber der FalI, so sagt man, die Funktion habe 
eine Stetigkeitsstrecke. Es fragt sich nun, ob man, wenn man tiber die Art der Lfnstetigkeiten 
gar keine Voraussetzungen macht, ahnliche Schhisse iiber die Darstellbarkeit ziehen kann, 
wie in dem friiheren Falle. Es ist dies eine Untersuchung, auf wekhe wir hier nicht weiter 
eingehen wollen; wir wollen nur das Rest&at angeben: 1st .f(x) immer endhch (bedeutet hier: 
“ist f(x) beschrankt”; R. S.), so kann man es durch eine unendliche Summe von ganzen 
Funktionen (bedeutet hier: ganze rationale Funktionen; R. S.) g darstehen mit der Maggabe, 
dal3 diese Reihe den Wert der Funktion an jeder Stetigkeitsstehe liefert. Fur die Stetigkeits- 
strecken der Funktion konvergiert die Reihe gleichmahig. 
Hinsichtlich der Unstetigkeitsstellen bemerkt Weierstral3 noch (S. 119): 
Zuweilen nahert sich nun unsere Reihe fur die Argumente, die einem Unstetigkeitspunkt der 
Funktion entsprechen, bestimmten Werten, analog dem Umstande, dal3 sich die Fouriersche 
Reihe fiir einen solchen dem arithmetischen Mittel der Funktionswerte zu beiden Seiten 
nahert. 
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Weierstra8 verselbstandigt also an dieser Stelle die Betrachtung der Darstel- 
lungsformel und verallgemeinert damit letztlich den Funktionsbegriff, ein Vorge- 
hen, wie es gerade such fur die Fourieranalysis typisch war. Von Dirichlet tiber 
Riemann bis zu du Bois-Reymond und Cantor war ja die innere Dynamik der 
Fourieranalysis mal3geblich von den Versuchen bestimmt gewesen, die Ausgangs- 
funktion auf der einen Seite mit ihrer Darstellung auf der anderen Seite in ein 
mathematisches “Gleichgewicht” zu bringen. Die Suche nach hinreichenden L& 
notwendigen Bedingungen fur die Darstellbarkeit von Funktionen reeller Va- 
riablen durch trigonometrische Reihen zeugt z. B. davon. Auch Weierstral3’ 
Verallgemeinerung des Approximationssatzes ist ein Beispiel fur diese Entfaltung 
der Eigendynamik der Mathematik. Weierstra8, der ohnehin aus vielschichtigen 
Griinden [Hawkins 1970, 67-701 schon seit langerem mit Riemanns Definition 
unzufrieden war, wurde mit “innermathematischer Notwendigkeit” zur Verallge- 
meinerung des Integralbegriffs gedrangt [lo]. Und hier schliel3t sich der Kreis zu 
dem weiter oben zitierten Brief von Weierstral3 an Schwarz vom 28. Mai 1885: 
Den noch in dem Brief an du Bois-Reymond vom 20. 4. 1885 angedeuteten Inte- 
gralbegriff hatte Weierstral3 inzwischen unter dem Einflu8 einer Arbeit von Can- 
tor fur seine Zwecke nochmals verallgemeinert. In dem eingangs zitierten Brief an 
Kovalevskaya vom 16. 5. 1885 legte Weierstrafl diesen allgemeineren Integralbe- 
griff dar und ftigte erlauternd hinzu (S. 196): 
Man kann dies sehr einfach aus dem von Cantor im 4-ten Bande der Acta festgestellten 
Begriff des Inhalts einer behebigen Punktmenge folgem. Ich bin aber ursprtinglich durch 
andere, weitlaufigere Betrachtungen darauf geftihrt worden. 
Weierstral3 tibernimmt also aus einer Arbeit Cantors den Begriff des (au8eren) 
Inhalts einer (beschrankten) Punktmenge und mil3t auf diese Weise die Ordinaten- 
mengen der darzustellenden Funktionen [Cantor 18841. Weierstral3 bemerkt dazu 
in der Vorlesung, da8 in diesem Sinne (S. 117): 
jede mit beliebigen Unstetigkeiten behaftete Funktion, falls sie nur endlich bleibt, integriert 
werden kann, sodal die Kriterien, die z. B. Riemann aufgestellt hat, zu eng sind. 
Sehr modern mutet Weierstral3’ Betonung der allgemeinen Integraleigenschaf- 
ten an, wenn er hervorhebt (S. 118), es blieben 
die wesentlichen Eigenschaften bestehen, die man bei dem bestimmten Integrale ableitet, 
und wenn er hinsichtlich der Bedeutung des Mittelwertsatzes hinzufugt (S. 118): 
Erinnern wir uns . damn, dag gerade diese Satze eine wesentliche Rolle in dem voraufge- 
gangenen Nachweis der Darstellung einer Funktion spielten. 
Aus heutiger Sicht mu8 man mit [Knobloch 1983, 3311 sagen, da8 es nattirlich 
entscheidend darauf ankommt, we/&e Eigenschaften des Integrals man als die 
“wesentlichen” ansieht. Bekanntlich hat der Cantorsche Begriff des aul3eren In- 
halts einer Punktmenge keine grol3e Rolle in der Geschichte der Mathematik 
gespielt, da ihm die wesentliche Eigenschaft der Additivitat fehlt [ 111. 
Auch Weierstral3’ Verallgemeinerung des Approximationssatzes auf unstetige 
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Funktionen ist wohl ohne grol3ere historische Wirkung geblieben; eine von Weier- 
straR angektindigte Veroffentlichung des Resultats unterbheb. lmmerhin hat such 
Weierstrao Vorlesung von 1886 mit ihrer Wirkung auf den Schtilerkreis sicherhch 
dem Ziel gedient, das in ihrer Einleitung folgendermal3en formuliert wird (S. 1): 
Das Ziel, wemhes tms dabei vorschwebt, ist, zu bewirken, da0 in Beziehung auf die Prinzi- 
pien der mathematischen Wissenschaften feste Grundsatze sich gehend machen. Urn 
iiberhaupt in die mathematischen Wissenschaften einzudringen, ist ja aherdings die Beschaf- 
tigung mit einzelnen Problemen, die uns iiberhaupt erst den Umfang und den Bestand der 
Wissenschaft zeigt, unerlal3lich. Das Endziel aber, welches man stets im Auge behahen 
mug, besteht darin, dag man tiber die Fundamente der Wissenschaft ein sicheres Urteil zu 
erlangen suche. 
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ANMERKUNGEN 
I. Diese Vorlesungsausarbeitung existiert in mehreren Abschriften. Die voll- 
standigste und anscheinend originale Version ist eine Lithographie (194 S.), von 
der sich je ein Exemplar in der Bibhothek der Sektion Mathematik der Universitat 
Leipzig und im Institut Mittag-Leffler Djursholm befinden. Nach dieser Version 
wird im folgenden zitiert. Eine freie Abschrift davon tragt den Besitzvermerk “G. 
Thieme” und befindet sich in der Bibhothek der Sektion Mathematik der Hum- 
boldt-Universitat Berlin, Schon bei [Neuenschwander 198lJ wird geklart, da8 der 
Petersburger Bergbaurat G. Thieme (1831-1910) diese erst jetzt als Abschrift 
erkannte Fassung nicht selbst ausgearbeitet hat. Schreibmaschinenabschriften 
dieser Fassung werden bei [Dugac 19731 in kurzen Ausschnitten ediert und kom- 
mentiert, sowie bei [Richenhagen 19851 zitiert. Die von [Mittag-Leffler 1923b, 2251 
und [Kleberger 19211 erwahnte Ausarbeitung derselben Vorlesung durch L. Schle- 
singer (1864-1933) he8 sich weder in Gie8en noch in Djursholm auffinden. Eine 
dritte Version der Vorlesung von 1886 befindet sich in der Bibhothek der Sektion 
Mathematik der Universitat Halle und wurde von P. Gunther (1867-1891) und A. 
Gutzmer (1860-1924) ausgearbeitet. 
2. In [Weierstral3 1885, 7971 hei& es: 
Es bhebe jetzt noch zu untersuchen, welche Modificationen die bisher entwickelten Satze 
erleiden, wenn man die Annahme, dass f(x) eine durchweg stetige Funktion sei, fallen Itit. 
Damit beabsichtige ich in einer folgenden Abhandlung mich zu beschaftigen. Darauf wird 
dann die Untersuchung such auf eindeutige Functionen von mehreren reellen Argumenten 
auszudehnen sein, was fur durchweg stetige Functionen keine Schwierigkeit hat. 
Eine solche Abhandlung, von der Weierstral3 spricht, ist nicht erschienen. In der 
Werkausgabe [Weierstral3 1903b, 181 hei8t es hinsichtlich einer Verallge- 
meinerung auf unstetige Funktionen folglich nur noch: 
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Damit werde ich mich hier jedoch mcht beschaftigen, 
Dagegen wird in der Werkausgabe der Approximationssatz auf stetige 
Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinert, wobei teilweise Formulierungen 
der Vorlesungsausarbeitung [Weierstrao 18861 tibernommen werden. Letzteres 
spricht fur die Authentizittit dieser Ausarbeitung. 
3. Weierstrafl wechselt in der Wortwahl zwischen “gleichformiger” und 
“gleichmal3iger” Konvergenz. 
4. In einem Brief vom 15. Dezember 1874 hatte Weierstral3 du Bois-Reymond 
auf eine in demselben Jahr erschienene Arbeit von Cantor aufmerksam gemacht, 
in der gezeigt worden sei [Mittag-Leffler 1923b, 2061: 
daB sich die positiven algebraischen Zahlen auf eine gewisse Weise so in eine Reihe ordnen 
lassen, dag sich von einer ersten, zweiten usw. algebraischen Zahl sprechen lat. 
In demselben Brief hatte Weierstra8 dann angeregt, das Cantorsche Resultat zu 
nutzen und das du Bois-Reymondsche Beispiel (1873) einer stetigen Funktion, 
deren Fourierreihe fiir isolierte Werte des Arguments divergiert, zu erweitern (S. 
207): 
Konnten Sie nun nicht aus Ihrer Funktion . . . eine andere herleiten, welche, ihrer durch- 
gangigen Stetigkeit ungeachtet, die Eigenschaft hatte, dal3 die aus ihr sich ergebende 
Fouriersche Reihe in dem Interval& fur welches sie gilt, divergent ware fur jeden rationalen 
oder algebraischen Wert des Arguments? Eine solche Reihe wtlrde doch schwerhch jemand 
als einen mathematischen Ausdruck der betreffenden Funktion betrachten. Vielleicht denken 
Sie einmal in einer mtigigen Stunde daran. 
Vgl. such den Brief du Bois-Reymonds an G. Halphen vom 16. 1. 1883, wo du 
Bois-Reymond seine Resultate von 1873 und 1876 selbst darstellt [Dugac 1973, 
168/69]. 
5. Weierstra8 gebraucht in seiner Vorlesung von 1886 die Bezeichnungen 
“willktirlich” und “stetig” synonym. Auch Dirichlet verstand in seiner bertihm- 
ten Definition des Funktionsbegriffs von 1837 unter “ganz willktirlichen” 
Funktionen letztlich in erster Linie stetige Funktionen [Juskevic 1976/77, 781. 
Dies entsprach der Dominanz der Klasse der stetigen Funktionen in der Theorie 
der Funktionen reeller Variablen im 19. Jahrhundert. 
6. 1886 aul3erte er sich in seiner Vorlesung folgendermafien zu Einwanden 
gegemiber der Untersuchung eindeutiger stetiger Funktionen reeller Variablen (S. 
115): 
Man hat die Beschaftigung mit ihnen fur unntitz erklart, aber schon die mathematische 
Physik, z. B. die Warmetheorie, hefert uns so definierte Funktionen. 
7. In seiner Vorlesung von 1886 betont Weierstra8 am SchluR (S. 193): 
Das L=f.zre Ziel bildet immer die Darstellung einer Funktion. 
[Kopfermann 1%6, 761 bemerkt: 
Augerdem ist Weierstrag allgemeinen Theorien ohne ausreichendes Beispielmaterial insbe- 
sondere in Vorlesungen sehr skeptisch gegemiber eingestellt. So sieht er z. B. nicht die 
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Notwendigkeit ein, eine Theorie iiber stetige Funktionen aufzuziehen, wenn die Existenz der 
Funktionen, mit denen er sich beschaftigen will, nicht von vomherein feststeht. So interes- 
sieren such nicht komplex ditferenzierbare Funktionen, solange sie nicht explizit, etwa durch 
Potenzreihen, angegeben sind. 
Einen Mittelpunkt der Weierstral3schen allgemeinen Funktionentheorie bildete 
die Klarung des Verhaltnisses zwischen den Begriffen “analytische Funktion” 
und “analytischer Ausdruck”. Unter “analytischen Ausdrticken” wurden in 
[Weierstral3 18801 z. B. Reihen tiber rationale Funktionen komplexer Variablen 
verstanden. 
8. Hierftir gibt [Dugac 1973, 1161 das Beispiel der Ausarbeitung einer Weier- 
stral3schen Vorlesung von 1878 durch A. Hurwitz (1859-1919) an. 
9. Vgl. hierzu [Frechet & Rosenthal 1923, 1147f.l und [Butzer & Gorlich 1%6]. 
[WeierstraB 18851 ist such eine wesentliche Quelle der modernen Theorie des 
Faltungsprodukts [Bourbaki 1971, 2731. 
10. Weierstra8’ Verallgemeinerung des Integralbegriffs in seiner Vorlesung von 
1886 wird-gesttitzt auf eine Ausarbeitung L. Schlesingers-von [Mittag-Leffler 
1923b, 225; Kleberger 19211 erwahnt. Vgl. such [Hawkins 1970,67-70; Knobloch 
1983, 33Of.J 
11. In [Schlesinger & Plessner 1926, III] heiI3t es mit Bezug auf die Vorlesung 
von 1886: 
Aber die klassische Mengenlehre Cantors verrnochte die Neufassung des Integralbegriffs 
noch nicht zur Reife zu bringen; dies zeigen die in den letzten Dezennien des 19. Jahrhunderts 
von namhaften Mathematikem, unter anderem von Weierstra8 untemommenen, sehr interes- 
santen, aber im wesentlichen doch erfolglos gebhebenen Versuche, die Schranken der 
Riemannschen Integraldefinition zu durchbrechen. 
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